Calka podwojna - zamiana zmiennych w calce podwadjnej

Przy obliczaniu catki podwojnej wskazane jest czasami przeprowadzenie zamiany zmiennych. Moze
to znacznie upros$ci¢ wykonywane obliczenia.

Niech ¢(u,v) i (u,v) beda funkcjami okre§lonymi w pewnym obszarze ptaskim D’ . Zalézmy,
ze rbwnania

A3) x=pu,v) , y=1bu,v)

przyporzadkowuja kazdemu punktowi P(u,v) obszaru D’ pewien punkt M (x,y) obszaru D
(rys. 13) w taki sposéb, ze roznym punktom obszaru D’ odpowiadajg rézne punkty obszaru D i ze

kazdy punkt obszaru D odpowiada pewnemu punktowi obszaru D’. Przeksztalcenie takie nazywamy
wzajemnie jednoznacznym.
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Rys. 13. Ilustracja graficzna przeksztalcenia obszarow na ptaszczyznie

Jezeli funkcje @(u,v) i U(u,v) sa okreslone i rézniczkowalne w obszarze D', to wyznacznik

%9 0%
J(u.v)= gﬁ‘) gx)
o o

nazywamy jakobianem przeksztalcenia (3).

Twierdzenie (0 zamianie zmiennych w calce podwadjnej).

Jezeli:

1) funkcje @(u,v) i {(u,v) s ciggle i majg ciggle pochodne w obszarze regularnym D’ i na jego
brzegu,

2) funkcja f jest ciagla w obszarze regularnym D,

3) przeksztalcenie (3) wnetrza obszaru D’ na wnetrze obszaru D jest wzajemnie jednoznaczne,

4) jakobian J(u,v) przeksztalcenia (3) jest rézny od zera w obszarze D, to

4) [ reeydxdy = [ [ o, o) 1 @,v)| dudy.

W niniejszym opracowaniu ograniczymy si¢ jedynie do wykorzystania przeksztatcenia okreslajacego
zalezno$ci miedzy wspotrzednymi biegunowymi i kartezjanskimi, ale oczywiscie mozna stosowac
rowniez inaczej zdefiniowane przeksztalcenia.



Przed podaniem odpowiedniego twierdzenia przypomnijmy podstawowe wiadomo$ci dotyczace
wspotrzednych biegunowych na plaszczyznie.

Wspolrzedne biegunowe na plaszczyznie

Niech na plaszczyznie zorientowanej (plaszczyznie na ktorej

zostal ustalony dodatni kierunek obrotu) dany bedzie punkt O P(r,)
zwany biegunem oraz potprosta Ox o poczatku w punkcie O

zwana osig biegunowg. MoOwimy wowczas, ze na r

plaszczyznie  zostal  okreSlony ukfad  wspotrzednych ©

biegunowych. Kazdemu punktowi P (réznemu od O) wtym (* #x
ukfadzie mozna przyporzadkowac pare liczb (r,¢), gdzie r

jest odlegtoécig punktu P od bieguna O, a ¢ jest miarg Rys. 14. Wspotrzedne biegunowe
punktu

kata, jaki tworzy promien wodzacy punktu Pz osig
biegunowa. Liczby te nazywamy wspotrzednymi biegunowymi
punktu P (rys. 14).

Wspolrzedne biegunowe w calce podwdjnej

W przypadku, gdy obszar D jest kotem, pier§cieniem lub wycinkiem jednej z tych figur wygodnie
jest przy obliczaniu catki podwdjnej wprowadzi¢ wspotrzedne biegunowe. Wykorzystujemy w tym
przypadku tatwe do wyprowadzenia zalezno$ci pomigdzy wspoOlrzednymi kartezjanskimi
i biegunowymi danego punktu na ptaszczyznie:

X=rcosy
O] o
y=rsiny
Obliczmy jakobian przeksztalcenia (5):
or ox
or 0 cosp —rsin
J(r,p)= ToRIo . A kp:r(coszupH—sinzup):r.
dy  Oy| |[sing  reosy
or 0y
Zatem w tym przypadku wzor (4) przyjmie postac:
(6) f f £ (x,y)dxdy = f f f(rcos,rsing)rdrdi .
D D’

Przyklad. Korzystajagc ze wspotrzednych biegunowych obliczy¢ catki podwdjne po podanych
obszarach:

a) ff(x2+y2+1)dxdy’ D: x*+y* <4, y>0,

D
b) ffcoswlxz%—yzdxdy, D: W <x*+y*<4rn’, x>0, y>0,
D

c) f f xydxdy , gdzie D jest obszarem ograniczonym gorng potowa okregu
D

x* +y* —2x=0 oraz osig Ox.

Rozwiazanie.

a) Na podstawie podanych nierdwnosci stwierdzamy, ze obszar D g

jest potowka kotla o $rodku w poczatku uktadu wspotrzednych oraz

promieniu R =2, ograniczong od dotu osig Ox (rys. 15). Z uwagi D

na ksztalt obszaru D wprowadzamy wspotrzedne biegunowe: 7 >
X=rcosyp, y=rsing. o 2 x

Korzystajac ze wzoru (6) mozemy zapisac:
Rys. 15



1= ff(x + v + Ddxdy = ff(r cos® @ +r*sin* o+ ) rdrdp =

_ff[ cos” ¢ + sin’ Lp)—i—l}rdrdup:ff(r —i—l)rdrdup:ff(ﬂ—i—r)drdup

Ostatnig catke obliczymy zamieniajgc jg na calki iterowane. W tym celu
. . R . s PA
musimy okre§lic, w jakich przedzialach zmieniaja si¢ wspotrzedne .
biegunowe kazdego punktu obszaru D. Latwo stwierdzi¢, ze kat ¢
przyjmuje wartosci z przedziatu [0,w], natomiast » zmienia si¢ od 0 do D’
2. Wobec tego: / -
D' ={(r,p): 0<p<®, 0<r<2}, 0 2 r
czyli obszar D’ w prostokatnym uktadzie wspotrzednych jest prostokatem Rys. 16

(rys. 16).
Do obliczenia naszej catki stosujemy wzor z punktu 1° z twierdzenia dotyczacego catek podwojnych
po prostokacie (alternatywnie mozna réwniez zastosowaé wzor z punktu 2°):

1= ff(r +r)drdp = f do f

:f(4+2)dup:6fdup:6[up]2:6(11—0):611.
0 0

2
—r+r

0

f(r +r)dr do=

b) Obszar D jest fragmentem pierScienia ograniczonego okr¢gami
o $§rodku w punkcie O(0,0) oraz promieniach odpowiednio rownych: w
i 2w, lezacym w pierwszej ¢wiartce uktadu wspotrzednych (rys. 17).
W celu uproszczenia obliczen wprowadzimy wspolrzedne biegunowe.
Latwo zaobserwowac, ze gdy punkt M (x,y) zmienia si¢ w obszarze D,

to jego wspolrzgdne biegunowe spetniajg warunki:

T
0<p<—
D' _Lp_z . Rys. 17

T<r<2rw

Mozemy przej$¢ do obliczenia danej calki:

1= ffcos«/x + y* dxdy = ffcos\/r cos® @ +r*sin® ¢ - rdrdp =

f rcosrdr|d

—ffrcosrdrdup f

Wykonajmy oddzielnie obliczenia pomocnicze. Otrzymana catke wzgledem zmiennej » obliczamy
przez czgsci:

u=r Vv =cosr

frcosrdr: :rsinr—fsinrdr:rsinr—l—cosr—l—C.

u'=1 v=sinr
Zatem
do=

[rsmr—l—cosr] [(O—I—l) (0—1)]dup—

o%w\:}
o%m\:}

27
[ f rcosrdr




p :
=2 [de=2[¢]; :2-[%0]:7:.
0

c) Aby sporzadzi¢ rysunek obszaru D sprowadzmy réwnanie danego
okregu do postaci ogolne;j:

x> +y?—2x=0,
x*—2x+y* =0,
(x—1)> =14 y* =0,
(x—1)" +y>=1.

Rys. 18

Mamy zatem do czynienia z okrggiem o poczatku w punkcie (1,0) i promieniu R =1. Stad obszar
D przedstawia si¢ tak, jak na rysunku 18. Wprowadzamy wspolrzgdne biegunowe: x=rcosy,
y=rsiny. Latwo stwierdzi¢, ze wspotrzedna biegunowa ¢ kazdego punktu zakre§lonego obszaru

zmienia si¢ w przedziale

0,=
2

. Aby wyznaczy¢ prawy koniec (lewy jest rowny 0) przedziatu

zmiennos$ci wspotrzednej biegunowej » dowolnego punktu obszaru D zapisujemy réwnanie danego
okregu w uktadzie biegunowym:

(rcosp)® + (rsing)* —2rcosp=0,
r*(cos® @ +sin” p) = 2rcosy,
r* =2rcosy,

r=2co08¢.
Mozemy zatem zapisac:

D/:{(r,up): og@gg, 0§r§2cosup}.

Stosujac wzor (6) oraz obliczamy dang catke podwojna:

™

ffxydxdy:ffrcosuprsimprdrdgp:]‘[27‘@;”3 cos psin pdr
D D' 0

0

dp=

2 2cosp 2
:fcosupsinup Zr“ dy :fcosupsinup<4cos4up—0)dup:
0 0 0
; cosp =1 r 1 1, 4 2
:4fcossupsinupdup: ) =—4ft5dt:4ft5dt :4l_t6] __=
0 sin pdp = —dt 4 0 6 [, 6 3

Zadania do samodzielnego rozwigzania
Korzystajac ze wspolrzgdnych biegunowych obliczy¢ calki podwojne po podanych obszarach:

16. ff\/4—x2—y2dxdy; D:x*+y*<I,
D

dXdy . . . .02 2 2 2
17. ffm ; D jest ograniczony okregami: x* + y“ =1, x"+y~ =4,
D



18

19

20

21

22

. f f ydxdy ; D jest éwiartka kota x* + y* <1 lezaca w II ¢w. uktadu wspotrzednych,
D

. ffe’(xzﬂz)dxdy; D:x*+y* <4,
D

. ff(x2 +yH)dxdy; D:x*4y* <1, y>0, y<x,
D

. ffsin«/x2 + y* dxdy ; D jest ograniczony okregami: x* + > =x*, x* +y’ =4xn’,
D

. ff (x> + y*)dxdy ; D jest ograniczony okregiem x* + y* —2y=0.
D
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